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摘要　　通过一个平板散热器的设计 , 分析了基于热传递势容耗散(或散热弱度)的传热结构设计

优化模型的近似程度 , 提出了一个基于几何平均温度的散热性能描述指标 , 并以此为目标函数 ,

建立了一个新的传热结构设计优化模型.通过与传统的基于热传递势容耗散最小为目标的设计模型

获得的设计以及真实最优设计(最大温度最小对应的设计)的比较 , 说明了几何平均温度是描述散

热性能的良好指标 , 所建立的优化模型能够有效获得散热结构的最优设计.
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　　随着科技的发展 , 集成电路向微型化高集成度

方向发展 , 高效散热成为关键问题.随着结构尺寸

进一步缩小 , 内部结构布置越来越紧密 , 设置散热

管道进行对流换热变得困难[ 1 , 2] .在这种情况下 , 填

充高导热材料构成高导热通道以减少热阻 , 从而达

到增强散热的目的.合理的材料布置可以减少所使

用的材料 , 降低成本 , 且有利于器件的进一步小型

化.这样的问题同样存在于其他场合 , 如航空航天

飞行器的热防护系统 , 大空间内化学反应以及生物

发酵过程中的加热或冷却 , 食品加工后的冷却等.

因此 , 研究散热结构最优热传递构型的设计理论和

方法 , 研究最佳散热结构优化问题的提法成为重要

的研究课题.

目前 , 有关散热结构设计问题的数学模型和求

解方法的研究 , 已有大量的研究工作[ 1—24] .例如 ,

Bejan等开展的基于构形理论的散热结构设计
[ 1-8]

,

过增元等开展的基于热量传递势容耗散原理的最优

散热结构设计准则以及散热结构的设计方法[ 9—15] ,

以及基于拓扑优化思想的散热结构设计方法
[ 16—22]

.

散热结构优化设计是在一定的约束条件下 , 选取合

适的散热性能描述指标为目标函数 , 建立含约束 、

选定目标函数的极大或极小的数学模型 , 以该数学

模型表示的优化问题的解作为最优散热结构设计.

因此 , 散热性能描述指标(优化目标)的选取成为实

现最优设计的关键.

在实际散热结构中 , 最高温度是引起设备失

效的主要原因之一.据有关统计数据显示
[ 2 5 , 26]

,

电子设备的失效率有 55%是由温度过高引起的.

随着温度的升高 , 电子设备的失效率呈指数增长

趋势.因此最优的散热结构应该是体内的最高温度

最低的结构.然而 , 在优化过程中 , 随着材料分布

(结构形式)的变化 , 最高温度所在的位置有可能

是变化的.因此 , 直接以最高温度为目标函数 , 则

存在目标函数随设计变量的变化出现不连续等问

题 , 造成优化计算的困难.因此 , 需要选择函数形

态良好 、 能够准确反应设计目的的性能描述指标

作为目标函数.

已有的散热结构优化设计大都选用以下形式的

目标函数

f(X)=∫Ψ
1
2
(-q(X)ΔT(X))dΨ (1)
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式中 , X为设计变量 , 描述材料分布或结构型式;

q(X)为热流密度 , ΔT(X)为温度梯度.如果采用有

限元法求解传热问题 , 则上式可表示成如下的离散

形式

f(X)=T
T
K(X)T (2)

式中 T表示单元的节点温度矢量 , K(X)为热传导

系数矩阵.很多学者从不同的角度给出了以上目标

函数的物理解释.例如 , 文献[ 11]从传热学的角度 ,

定义(1)式为热量传递势容耗散 , 并提出了热量传

递势容耗散原理;文献[ 17 , 18] 将(2)式定义为散

热弱度 , 并作为目标函数开展了散热结构的拓扑优

化设计.

(1)和(2)式表示的散热性能描述指标(称为热

传递势容耗散 , 或散热弱度)是描述散热性能的较

好的目标函数 , 也获得了一批散热性能良好的设计

结果.但这种形式的目标函数 , 只是散热性能的一

种描述 , 也可以说是设计目标(最大温度最小)的表

征和近似.因此 , 需要考虑两个问题:(i)基于该目

标函数构建的优化问题能否实现散热性能的最优设

计(最大温度最小)或在多大程度上描述最优设计?

(ii)能否找到更合适的性能描述指标 , 以更准确地

实现最优设计? 这是本文研究的主要动因.

研究该类目标函数的近似程度 , 对优化模型的

改进具有重要意义.本文通过一个平板散热器的一

维传热问题 , 分析基于热传递势容耗散(或散热弱

度)的传热结构设计优化模型的近似程度 , 提出了

一个基于几何平均温度的散热性能描述指标 , 并以

此为目标函数 , 建立了一个新的散热结构设计优化

模型.

1　导热平板散热器优化设计

由于工程结构散热往往要求是最大温度最小.

以下以最大温度最小为散热性能的绝对指标 , 并通

过与现有优化模型的设计结果的比较 , 分析现有优

化模型的近似程度和质量.为了分析优化模型的本

质及计算的方便 , 本文以可获得解析解的平板结构

一维散热问题为例 , 分析传统的以热量传递势容耗

散(或散热弱度)最小为优化目标的散热结构设计模

型的近似程度.

1.1　问题描述

考虑一嵌入发热器件中的厚度为 t , 长度为 l的

矩形板式散热器.发热器件发出的热量通过发热器

表面均匀地输入散热器 , 单位时间内通过单位面积

输入的热量为 q″.散热器通过沿宽度方向(下边)的

边界散热.散热边界通过热管等散热方式使其维持

恒定的温度 T 0 , 其余三边绝热.设计目的是在给定

的材料体积的条件下 , 设计散热器的厚度沿长度方

向的变化 , 以使散热器具有最优的散热性能.

根据问题的性质 , 散热器的传热模型可简化成

具有内热源的平面传热问题 , 如图 1 所示.考虑到

板的厚度 、 热源等沿宽度方向保持不变 , 该传热模

型可进一步简化为沿长度方向的一维传热问题.对

于平面传热问题 , 面内导热系数与厚度成正比.因

此 , 厚度分布的设计 , 可转化为面内热传导系数的

设计.材料用量的限制:∫
l

0
t(x)d x =const可转化为

对传热能力的要求 , 即各点面内热传导系数的积分

为常数:∫
l

0
k(x)d x =K 0 .散热器内部的传热过程由

以下控制方程描述

q(x)=-k(x)d T
dx
, 　

dq

d x
+q″=0 , 　0 < x < l

T(x =0)=T 0 , 　q(x =l)=0 (3)

式中 , k(x)为面内导热系数 , q(x), T(x)分别表

示热流密度和温度.由上式可得

q =-q″(l -x),

T(x)=T0 +∫
x

0
ΔTdx =

T0 +q″∫
x

0
(l -x)/k(x)d x

(4)

散热器的优化设计问题可表示为 , 在一定的传

热能力(材料用量)的条件下 , 设计热传导系数(厚

度)的分布以使散热性能最优.将散热性能指标函数

表示为 f(k), 则散热优化问题可表示为

Find∶k(x)

min∶f(k)

s.t.∶∫
l

0
k(x)d x =K 0

(5)
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利用 Lag range 乘子法 , 最优热传导系数可由以下

条件确定:

δk(f(k))+λ∫
l

0
δkdx =0 ,

δλ∫
l

0
kdx -K 0 =0

(6)

1.2　以最大温度最小为目标的材料分布设计

最优结构设计追求的目标是最大温度最小.此

时散热性能指标函数 f(k)取为最大温度 Tmax(k).

根据散热器的结构和传热特点可知 , 最高温度发生

在远离散热边界相对的边(x=l)上.由(4)式 , 最大

温度为

Tmax(k)=T 0 +q″∫
l

0
(l -x)/k(x)dx (7)

代入(6)式 , 有

∫
l

0
[ -q″(l -x)/k

2
(x)+λ] δk(x)dx =0 ,

∫
l

0
kd x =K 0 (8)

求解上式可获得最优的热传导系数分布 k T
max(x)为

kT
max(x)=

3K 0

2l3/ 2
(l -x)

1/ 2
(9)

相应的散热器内温度分布为

T T
max
(x)=T 0 +

4q″l
3/ 2

9K 0

(l3/2 -(l-x)3/2)(10)

引入无量纲参数

 x = x/ l (11)

并将导热系数分布和温度分布无量纲化 , 得

 k T
max
( x)=k(x)

K 0/ l
=3(1 - x)

1/2
/2 (12)

 T T
max
( x)=

T(x)-T 0

q″l
3
/K 0

=

4(1 -(1 - x)3/2)/9 (13)

下标 Tmax表示以最大温度最小为优化目标.

图 1　导热平板散热器理论模型

1.3　以热传递势容耗散最小为目标的材料分布设

计

对于本文考虑的平板散热器 , 热量传递势容耗散为

f(k)=
(q″)

2

2∫
l

0

(l-x)2

k
dx (14)

若以热量传递势容耗散最小为优化目标 , 则最优的

导热系数分布应满足的条件为

∫
l

0
-
(q″)

2
(l-x)

2

2k2(x)
+λδk(x)dx =0 ,

∫
l

0
kdx =K 0 (15)

由上式可得热量传递势容最小的热传导系数分布函

数为

kdis(x)=
2K 0

l
2 (l-x) (16)

相应的温度分布为

T dis(x)=T 0 +
q″l

2

2K 0

x (17)

将导热系数分布和温度分布无量纲化

 kdis( x)= k(x)
K 0/(l)

=2(1 - x) (18)

 T dis( x)=T(x)-T0

q″l 3/K 0
= x/2 (19)

其中 , 下标 dis表示是以热量传递耗散为优化目标.
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1.4　不同优化模型的比较分析

图 2给出了分别以热量传递势容耗散和最大

温度最小表示的散热性能指标为目标函数的优化

模型的最优材料分布和相应的温度分布图.为了便

于比较 , 当材料(热传导系数)均匀分布时的温度

分布也显示在图 2中(用 `av' 表示).此时 , 温度

分布为

T av =T 0 +∫
x

0
ΔTdx =

T 0 +
q″l(lx -x

2
/2)

K 0

(20)

无量纲化为

 T av = x - x2/2 (21)

图 2　比较不同优化目标下的温度场分布及导热系数场分布

其中下标 av , dis , Tmax分别表示均匀导热系数场 , 以最小热量

传递势容耗散为优化目标和以板内最高温度为优化目标

相对于材料均匀分布时的温度场 , 以(1)式(热传递

势容耗散或散热弱度)为目标的优化设计结果的温

度在散热器内部均有大幅度的下降 , 但最大温度并

没有降低.获得的材料最优分布为等效的面内热传

导系数沿长度方向呈线性变化 , 这与最高温度最小

对应的材料分布((12)式)有较大差别.相应的最高

温度比真实的最优分布对应最高温度高 12.5%.这

种差别表明 , 通常基于(1)式为目标函数建立的优

化模型给出的最优散热结构设计 , 在某些情况下与

最优设计差别较大.需要研究更准确的散热性能指

标 , 建立更合适的优化模型.

2　基于几何平均温度为散热性能描述指标的

优化模型

2.1　目标函数与优化模型

以上分析说明通过热量传递势容耗散(或散热

弱度)最小模拟最高温度最小 , 在某些情况下存在

较大误差.另一方面 , 直接以最高温度为散热性能

描述指标 , 并作为目标函数建立的优化模型又存在

(对于复杂的设计问题)函数不连续等问题.为此 ,

我们引进几何平均温度 TGeoAv , 其定义为

TG eoAv =
1
|Ψ|∫Ψ(T(x))

n
dx

1/ n

, x ∈ Ψ(22)

式中 Ψ 表示材料所占区域 Ψ的测度(体积或面

积).理论上 , 但 n取无限大时 , 几何平均温度趋近

于最高温度:TGeoA v

n※∞
TM ax .因此 , 选取适当大

的 n , 则几何平均温度可作为最高温度的良好近似.

此时 , 最优散热结构设计优化问题的新的数学模型

可表示为

Find∶X =k(x), 　x ∈ Ψ

min∶TGeoA v(X)=
1
|Ψ|∫Ψ(T(x))

n
dx

1/ n

s.t.∶∫ΨkdΨ=K 0 , 　K 0 =const (23)

除少数简单问题有解析解 , 大部分问题的求解

则需要采用数值方法(例如有限元方法)完成.将设

计域离散成有限元网格 , 并假设在每个单元内材料

分布是均匀的 , 具有相同的热传导系数.此时 , 材

料分布问题 , 可通过赋予各单元材料不同的热传导

系数描述.材料分布(热传导系数分布)可通过离散

的形式表示为

k(x)=ke , 　x ∈ Ψe , 　e =1 ,2 , …, Ne (24)

式中 ke(e=1 , 2 , …, Ne)表示第 e 个单元的材料

热传导系数 , Ψe ∈Ψ为第 e 个单元区域 , Ne为单元

总数.

根据有限元法的思想 , 材料内部任意点的温度

及其 n次幂可表示为
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T(x)=[ N(x)]{ T},

T
n
(x)=[ N(x)]{ T

n
} (25)

{ T}=(T1 , T2 , …, TNp)
T
,

{ Tn}=[(T 1)n ,(T2)n , …,(TNp)n ] T (26)

式中{ T}, { T
n
}分别表示节点的温度矢量和相应的 n

次幂矢量 , T n(n=1 , 2 , … , N p)为第 n个节点的

温度 , N p表示单元节点总数.[ N(x)]为形函数数

矩阵 , 可在各单元内定义.节点温度可由有限元控

制方程获得

[K]{ T}={Q} (27)

式中{Q}为 2节点热流矢量 , [ K]为热传导矩阵 , 可

由单元热传导矩阵组装而成

[K] =∑
Ne

e=1
[ Ke] , 　[K e] =ke[ K

0
e ] (28)

[ K0
e ]表示第 e个单元的材料热传导系数为 1时对应

的单元热传导矩阵.

几何平均温度可进一步表示为

TGeoAv = [ B] { T n} 1/ n ,

[ B] = 1
|Ψ|∫Ψ[ N(x)] dx (29)

因此 , 基于有限元法的离散形式的散热结构最

优设计问题可表示为

Find:X =(k1 , k2 , … , kNe)
T

min:TGeoAv(X)= [ B] { Tn} 1/n

s.t.:∑
N
e

e=1

keVe =K 0 , 　Ve =|Ψe|

(30)

以上优化问题可采用可行方向法求解.其中目

标函数的敏度可表示为

 TGeoAv

 k e
= 1

n
[ B] { T

n
}

-(n-1)/n
[ B]  
 ke
{ T

n
}(31)

式中

 
 ke
{ Tn}=diag(nT(n-1)1 ,

　　 　nT
(n-1)
2 , …,nT

(n-1)
Np )

  T
 k e

(32)

  T
 k e

=-[ K] -1
 
 k e
[ K] { T}=

-[ K]
-1
[ K

0
e ]{ T} (33)

2.2　设计结果与分析

针对第 1节讨论的平板散热器设计问题 , 由于

可退化为一维传热问题 , 因此 , 采用 2节点一维热

传导单元离散.根据(23)式表示的以几何平均温度

为目标的优化模型 , 采用可行方向法求解 , 获得了

材料的最优分布(热传导系数分布)以及相应的温度

分布 , 如图 3所示.当几何平均温度中的幂指数 n

取 8时 , 获得的材料分布和温度分布与最优解(最

大温度最小对应的材料分布利温度分布)非常接近 ,

这说明几何平均温度是一个良好的散热性能描述指

标 , 以此为目标建立的散热设计优化问题的提法 ,

比基于热传递势容耗散(或散热弱度)最小建立的优

化模型更能准确地描述原设计问题.通常采用的优

化模型的设计结果与幂指数 n=1的几何平均温度

最小获得的设计结果相同.随着幂指数的增大 , 基

于几何平均温度的优化模型得到的设计结果快速趋

向于真实的最优设计.由于计算通常是采用计算机

经过数值运算进行的 , 当幂指数过大时 , 会造成数

据过大 , 从而引起计算困难.由于改进程度随幂指

数的增大趋于稳定 , 在实际设计中 , 幂指数可取适

当大小的数值 , 而不需要追求无限大.

图 3　不同导热优化模型与最有理论解的比较

3　结论

最佳散热结构的追求目标是在一定的材料用量
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(散热能力)的条件下 , 通过设计材料的合理分布以

使最大温度最小.通常的基于热传递势容耗散(或散

热弱度)最小为目标的散热结构设计优化模型获得

的设计与真实最优设计可能存在较大差别.本文提

出的几何平均温度是一个良好的散热性能描述指

标 , 从数值算例中可以看出 , 以此为目标函数建立

的散热问题的数学模型是一种有效的散热结构设计

模型 , 能够获得与真实最优设计更接近的设计.
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